PROGRAM ROZWOJOWY
POLITECHNIKI WARSZAWSKIE]

Praca
Grawitacja

KAPITAL LUDZK]I UNIA EUROPEJSKA

’ . EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoffinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



Praca

Rozwazmy sytuacje, gdy w krotkim czasie dziatajgca sita F spowodowata przemieszczenie ciata o bardzo matg
wielko$¢ As
Prace wykonang przez site przy takim przemieszczeniu definiujemy jako iloczyn skalarny wektora sity i wektora

przemieszczenia

AW =F-As

Jednostkg pracy jest 1N-m=1J (dzul)

Sens fizyczny pracy
Jezeli wypadkowa sita dziatajgca na ciato jest rozna od zera, to wiemy, ze prowadzi ona do przyspieszenia ciata, czyli do

zmiany predkosci ciata.

SN mv?
lloczyn skalarny  F.As  jest rowny zmianie wielkosci fizycznej, ktérg nazywamy energig kinetyczng ciata. (Ek 5 j

_)

F-As=AE, =E, —E,

gdzie E,; jest energig kinetyczng poczatkowg a E, - koncowa



W réwnaniu bedgcym definicjg pracy wystepuje iloczyn skalarny. Zatem wykonana praca zalezy nie tylko od dziatajgcej sity
i przemieszczenia, lecz takze od kata pomiedzy wektorem sity i wektorem przemieszczenia.

Widzimy tutaj trudno$¢ zdefiniowania pracy, gdy przemieszczenie wystepuje w diugim czasie dziatania sity (wtedy moze
zmieniac sie wartos$c sity oraz jej kierunek wzgledem przemieszczenia)

AW =F-As =FAScos o

Zauwazmy, ze jesli na jakims odcinku kat miedzy wektorem dziatajgcej sity, a wektorem przemieszczenia wynosi 90°
to praca na tym odcinku nie jest wykonywana, czyli wynosi 0.

Gdy przemieszczenie nastepuje o skonczong wartos¢, powiedzmy od punktu 1 do punktu 2 (patrz rysunek), wtedy tor
po ktérym nastgpito przemieszczenie mozemy podzieli¢ na tak mate czesci, ze mozemy przyjac, iz przemieszczenie
na kazdej z tych czesci ma staty kierunek, a sita ma staty kierunek i statg wartos¢. Prace wykonang pomiedzy

punktem 1, a punktem 2 mozemy wyrazi¢ wtedy jako sume wszystkich prac wykonanych na poszczegolnych matych
czesciach toru:




Sily zachowawcze i niezachowawcze

Dla pewnych rodzajéw sit praca przez nie wykonana nie zalezy od ksztattu toru po jakim porusza sie ciato. Dla
przypadku na rysunku ponizej oznacza to, ze praca wykonana na drodze A bedzie taka sama jak praca wykonana na
drodze B. Nie ma znaczenia tu ani ksztatt toru ani catkowita dtugos¢ drogi.

Sity, dla ktérych praca nie zalezy od drogi, po ktorej nastepuje

przemieszczenie ciata, a jedynie od potozenia poczatkowego i

koncowego, nazywamy sitami zachowawczymi. Pozostate 1 A
okreslamy mianem sit niezachowawczych.

Dla sit zachowawczych (oznaczmy je przez F,) mozemy wprowadzic 2
pewng funkcje, ktéra bedzie charakteryzowata ciato w punkcie 1iw

punkcie 2, a praca tej sity przy przemieszczeniu od punktu 1 do 2 bedzie

réwna roznicy wartosci tej funkcji w punkcie 1 2.

Ta funkcje nazywamy energia potencjalng ciata i ozn. E, .

W.,=E, —E,,=-AE,

(Szczegodtowa postac wzoru na funkcje energii potencjalnej, bedzie zalezata od rodzaju sity zachowawczej)
Sity, ktore nie posiadajg wyzej omoéwionej wkasnosci, nazywamy sitami niezachowawczymi (oznaczmy je przez F,,)
Przyktadem sity niezachowawczej jest sita tarcia kinetycznego. Wartosc tej sity jest rowna:
FT = FN , gdzie f - wspotczynnik tarcia, Fy — sita nacisku.

Sita ta jest styczna do toru i przeciwnie skierowana do przemieszczenia, wiec praca tej sity zalezy w sposéb oczywisty
od dtugosci drogi.



Moc

Moc jest szybkoscig wykonywania pracy. Srednia moc (np. dostarczana przez jakie$ urzadzenie) jest réwna catkowitej
pracy wykonanej podzielonej przez catkowity czas w jakim ta praca zostata wykonana.

p_W
t

Jednostkg mocy jest 1J/s=1W (wat)

Moc chwilowa jest zdefiniowana jako stosunek pracy wykonanej w czasie At dla At dgzgcego do 0.

P = Al gdy At =0
At




Pole Grawitacyjne

Prawo powszechnego cigzenia opisuje site z jakg oddziatujg dwie masy punktowe oddalone o r. Kierunek i zwrot sity
grawitacji, bo tak jg okreslamy, jest przedstawiony na rysunku.

m./mm
— 11772
'E12_G f'2

G jest statg grawitacji a r odlegtoscig miedzy masami (w

przypadku ciat kulistych — miedzy srodkami tych mas).

m3

G=6.67-10" "
kg -s
Mozemy powiedziecC, ze obiekt posiadajgcy mase wytwarza wokét siebie pole grawitacyjne i za posrednictwem tego pola
oddziatuje na inny obiekt obdarzony masg, ktéry znajduje sie w pewnej od niego odlegtosci. W takim przypadku wygodnie
jest wprowadzi¢ pewng wielkos¢, ktéra bedzie charakteryzowata to pole, a ciato bedace przyczyng tego pola nazwac

zrédtem pola grawitacyjnego.

Jezeli ciato o masie M jest zrédtem pola i w tym polu umiescimy ciato o niewielkiej masie m, to mozemy zdefiniowaé
wielkos¢ (wektorowq), ktdrg nazwiemy natezeniem pola grawitacyjnego:

Z powyzszej definicji natezenia pola grawitacyjnego wynika, ze ma ono
taki sam kierunek i taki sam zwrot jak wektor sity grawitaciji.

Mm

Poniewaz dla ciata na powierzchni Ziemi £ = G — = mg

z
to wartosc natezenia pola grawitacyjnego jest rowna M
przyspieszeniu grawitacyjnemu na powierzchni Ziemi: Y =4 = Gﬁ




Sita grawitacyjna jest sitg zachowawczg. Energia potencjalna ciata o masie m znajdujgcego sie w polu grawitacyjnym
Ziemi (lub innej planety) mozna wyrazi¢ wzorem:

Mm Przyjmujemy konwencje w ramach ktorej energia potencjalna w

Ep -G r nieskonczenie duzej odlegtosci (r—»o) wynosi 0.

Jezeli ciato porusza sie w matej odlegtosci od powierzchni Ziemi, wtedy mozemy postuzy¢ sie przyblizonym wzorem na
energie potencjalng w postaci:
gdzie h jest wysokos$cig, na ktorej znajduje sie ciato liczonej
wzgledem powierzchni Ziemi lub innego, zblizonego do
[ EF = mgh } powierzchni Ziemi (planety), poziomu odniesienia. Nalezy

P pamietaé, ze powyzsze przyblizenie jest stuszne tylko gdy
odlegtos¢ h jest duzo mniejsza od odlegtosci od srodka
Ziemi (h<<R))

Ciato, ktéremu nadamy predkos¢ na powierzchni Ziemi moze spasé¢ na Ziemie, moze zaczgé okrgzac Ziemie po orbicie o
statym promieniu lub opuscic¢ zupetnie pole przyciggania ziemskiego. Predkosc¢ jakg nalezy nadac ciatu, by okrgzato
Ziemie po orbicie o statym promieniu o promieniu zblizonym do promienia Ziemi, nazywamy pierwsza predkoscia
kosmiczng aby opuscito pole przyciggania ziemskiego — drugg predkoscia kosmiczna.

Wartos¢ drugiej predkosci kosmicznej
jest minimalna predkoscig ucieczki z
pola grawitacyjnego Ziemi.

Wartos¢ pierwszej predkosci kosmiczne;j
mozemy uzyskac przyrownujgc site
grawitacji do sity dosrodkowej:

G mMz _ mV/Z Energia k!netyczna ciata _ .
> puszczajgcego pole grawitacyjne
V r r Ziemi musi by¢ co najmniej rowna
/ energii potencjalnej na powierzchni
. Ziemi
Z czego otrzymujemy dlar = Ry: G mMz _ mvi
R, 2

GM
v, = RZZ=\/9RZ=7-9km/S % ZGM = J29R, =11.2km/ s

/e



Prawa Keplera

. Pierwsze prawo Kelpera: Wszystkie planety poruszajg sie po orbitach w ksztalcie elipsy, w ktérej ognisku znajduje
sie Stonce

. Drugie prawo Kelpera: Linia tgczgca planete ze Storicem zakresla w jednakowych odstepach czasu jednakowe pola
powierzchni orbity.

. Trzecie prawo Kelpera: Kwadrat okresu ruchu kazdej planety na orbicie wokdt Stonca jest proporcjonalny do
szescianu potfosi wielkiej tej orbity.




Zadanie 1. Ciato o masie m rozpedzono do predkosci v, dziatajgc statg sitg F, jak na rys. Jakg droge przebyto ciato i jakg
prace wykonata sita tarcia? Wspétczynnik tarcia wynosi f.

Rozwigzanie
Zaznaczamy sity dziatajgce na ciato:

Sita reakcji podtoza

F -
R F
l_j/v:
< = Site F rozktadamy na sktadowg poziomag F, i pionowg F,;:
T -
f Fg =mg . A E
F,=Fsina
Sita tarcia il ‘\

Sita ciezkosci

a
F, = F cosa
Sktadowe pionowe sit rownowazg sie: Sktadowe poziome sit nie rwnowazg sie — w kierunku poziomym

dziata sita wypadkowa rowna F — F+, ktéra na drodze s wykonuje
prace rowng energii kinetycznej nabytej przez ciato:

Fr+F,=Fg+Fsina=F,=mg

Sita tarcia rowna jest iloczynowi

wspotczynnika tarcia i sity nacisku (rowne;j

2
w=aE,=""
sile reakcji podtoza) :

2

Fr=f Fy=f-(mg—Fsina) FF)s="
\ /

[Fcosa—-f mg-Fsina) ]s= mv

2
B mv?
2[Fcosa—-f mg-Fsina) ]
Praca wykonana przez site tarcia:
I/I/T=/-:To§:FT-s~cos1800=—f-(mg—Fs/noc)2 mv”

[Fcosa—Ff(mg—F sina))



Zadanie 2. Ciato o masie m nalezy przesungc ze statg predkoscig z podstawy na szczyt rowni pochyiej, ktérej wysokos$é
wynosi h i dtugo$¢ d. Ciato jest pchane sitg rownolegtg do réwni. Jakg prace wykona taka sita. Tarcie zaniedbujemy.

Rozwigzanie
Wypadkowa sita rownolegta do rowni wynosi zero, poniewaz

ruch po rowni odbywa sie ze statg predkoscig. Mozemy to
zapisac réwnaniem:

F—-mgsina =0
, h
sina =—
ad

Z powyzszych réwnan otrzymujemy wyrazenie na site F (ktora
wykonuje prace polegajgcg na przesuwaniu ciata)

Sita F dziata w kierunku wzdtuz rowni. Taki sam kierunek ma wektor przesuniecia ciata, co oznacza, ze kat pomiedzy sity
i wektorem przesuniecia wynosi O.

W =F-d=Fdcos0=Fd =mgh

Zwréémy uwage, ze wynik ten jest identyczny do tego, jaki bysmy otrzymali przy podnoszeniu ciata na wysokos¢ h bez
rowni pochytej. Przy zastosowaniu rowni sita potrzebna na uniesienie ciata jest jednak mniejsza.



Zadanie 3. Motocykl o mocy 75kW jedzie z predkoscig 90km/h. Jaka jest sita ciggu silnika motocykla?

Rozwigzanie
Sita ciggu silnika motocykla jest skierowana poziomo podobnie jak jego przemieszczenie. Wychodzac z

wyrazenie na prace mozemy zapisac site ciggu jako:

AW

F=27
As

gdzie As jest elementem przemieszczenia, a AW jest pracg wykonang na odcinku As przez site F. Praca ta moze by¢
wyznaczona na podstawie znanej mocy motocykla.

AW = PAt

gdzie At jest czasem dziatania sity F (i wykonywanie pracy AW). Wstawiajgc wyrazenie na AW do poprzedniego
rownania mamy:
_PAt P

F=_"
AS v

Po podstawieniu danych liczbowych dostajemy

F = M = 3000V
25m/ s



Zadanie 4. Rekordzista S$wiata Hossein Rezazadeh podnidst podczas igrzysk olimpijskich ciezar o tgcznej masie m=263kg
na wysoko$¢ d=2.3 metra. Jakg prace wykonata sita ciezko$ci podczas dzwigania ciezaru, a jakg wykonata sita
przytozona przez sztangiste?

Rozwigzanie
* E Prace obliczamy z definiciji:
1 Fqg gdzie kat ¢ jest katem pomiedzy wektorem Fg, a wektorem @

Kat pomigdzy wektorem F, a wektorem d wynosi 180°, zatem:

W, =mg-d = mgdcos180° = -mgd = -5.93kJ

Praca wykonana przez site ciezkosci jest wiec ujemna

Nie znamy sity jakg Hossein Rezazadeh przytozyt do sztangi podczas bicia rekordu Swiata, ale wiemy, ze sztanga byta
w spoczynku na poczatku i na koncu ruchu. Poniewaz catkowita praca (wykonana przez site ciezkos$ci i przez
sztangiste) jest rowna zmianie energii kinetycznej sztangi mozemy zapisac:

AE, =Ep —E, =W, +W, =0

Z powyzszego wyrazenia wynika, ze praca wykonana przez sztangiste Wy = -W,,. Praca wykonana podczas bicia
rekordu Swiata przez site przytozong przez sztangiste:

W, =5.93kJ

Zwrécmy uwage, ze praca wykonywana podczas trzymania sztangi nieruchomo nad gtowg (d = 0) wynosi O.



Zadanie 5. Winda o masie 300kg zjezdza w dot z predkosci 3m/s. W pewnym momencie lina podtrzymujgca winde
zaczyna slizgac sie i w efekcie winda zaczyna spadac ze statym przyspieszeniem a = g/4. Jakg prace wykonata sita
ciezkosci podczas spadku windy na drodze 10m? lle wynosi praca wykonana przez sile naciggu liny podczas takiego
spadku? lle podczas takiego spadku wynosita catkowita praca wykonana nad windg?

A

y

A Rozwigzanie
Praca wykonana przez site ciezkosci wynosi:

W =F_ -d=mgdcos0=mgd=29.4kJ

C g g

Site naciggu liny mozemy otrzymac zapisujgc drugie prawo dynamiki Newtona dla
9 windy w jednowymiarowym uktadzie odniesienia ze zwrotem w gore:

d v N-F,=ma
N =ma+mg=m(a+g)

v Podstawiajgc a=-g/4 (przyspieszenie windy jest skierowane przeciwnie do
zwrotu przyjetego uktadu odniesienia):

N=m(—g/4+g)=%mg
Praca wykonana przez site naciggu liny N: WN = /\7 . a7 = %mgdcos‘] 800 = —% mgd =-22.05kJ

Catkowita praca wykonana nad windg jest sumg pracy wykonanej przez site ciezkosci i sity naciggu liny :

W =W, +W,, =29.4kJ —22.05kJ =7.35kJ



Zadanie 6. Zaktadajgc, ze masa Ksiezyca jest n razy mniejsza od masy Ziemi, obliczy¢ ile razy dtuzej spada ciato z tej
samej wysokosci na Ksiezycu w stosunku do Ziemi. Przyjg¢ gestos¢ masy Ziemi i Ksiezyca jako jednakowe.

Rozwigzanie

Wysokosci z jakich spada ciato sg takie same. Mozemy zapisac je jako drogi w ruch jednostajnie przyspieszonym:

h:gtz /7:gkz'.k2
2 2

Obliczajgc stosunek czasu spadania na Ksiezycu do czasu spadania na Ziemi mamy:

M
G /
t_k: i: _ R2: nRKZZn;.Rk
t O GMk R2 R
RS

gdzie przez n oznaczyliSmy stosunek masy Ziemi do masy Ksiezyca. Stosunek mas jest rowny stosunkowi

promieniu obu ciat niebieskich w trzeciej potedze (wynika to wyrazenia na objetos¢ kuli i zatozenia o jednakowej
gestosci Ziemi i Ksiezyca):

M RY
_ = — = /7
M, =2
K =n

Wykorzystujgc powyzsze wyrazenie otrzymujemy: T

—t

N[ =
>
W
Il
-
o=



Zadanie 7. Srednia odlegto$¢ planety Wenus od Storica wynosi d,,=108 208 926 km, Ziemi d,=149 597 890km, a Marsa
dy=227 936 637km. Obliczy¢ okresy obiegu Wenus i Marsa dookota Stonca.

Rozwigzanie

Z trzeciego prawa Keplera dla Wenus i Ziemi wynika:

a,’ T,
d,° T,
Podstawiajac T,=1 rok 7,°d,’
= . Z W
odstawiajac T,=1 rok mamy: 7 _ W_ _0.615/at
Z
7,°d,’
Stosujac analogiczne rozumowanie dla Marsa mamy: /,, = .|—“——=%— =1.88/at

Z



10.

11.
12.

13.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Cziowiek pcha paczke o ciezarze 270N po poziomej podtodze, sitg skierowang w dot pod katem 45° do poziomu,
przesuwajac jg ze statg predkoscig na odlegtos¢ 9.1m. Wspotczynnik tarcia o podtoze wynosi 0.2. Jakg prace
wykona cztowiek. (Odp.:W = 614J)

Kamien o masie 0,5 kg rzucono z wysokosci 50 m pod pewnym katem do poziomu z predkoscig poczatkowg
V,=10m/s. Kamien upadt na ziemie z predkoscig 20m/s. Jakg prace wykonata sita oporu powietrza ?
(Odp.:W=170J)

Jakg prace nalezy wykonac, aby przesung¢ o 2 metry skrzynie o masie 1000 kg po réowni pochytej o kgcie
nachylenia 45°. Zaniedbac tarcie skrzyni o rownie. (Odp.:W = 13.9kJ)

Oblicz prace jakg musi wykonac cztowiek chcacy przesungé ciato o masie m=100 kg wzdtuz rowni pochytej o kacie
nachylenia 30° na wysokos¢ 10m. Wspotczynnik tarcia ciata o rownie wynosi f=0.1. Jaka cze$¢ pracy zostata
zuzyta na pokonanie sity tarcia (Odp.:W = 11.5kJ, z czego 14.8% zostato zuzyte na pokonanie tarcia)

Ciezar o masie m wiszgcy na sznurku zostake spuszczony z wysokos$ci d pionowo w dot ze statym
przyspieszeniem rownym g/4. Jakg prace wykonata lina? (Odp.:W = -3Mgd/4)

Osiot ciggnie woz pod gére, ktdrej zbocze nachylone jest pod kgtem o do poziomu. Masa san wynosi M, a
poruszajg sie one ze statg predkoscig v. Z jakg mocga pracuje osiot ciggngc woz pod gore. Wspotczynnik tarcia kot
wozu o podtoze wynosi f. (Odp.: P = Mgv(sina +fcos a))

Podroznik o masie 75 kg i niosgcy plecak o masie 25 kg w czasie 2 godzin pokonat przetecz wznoszac sie przy tym
o0 700m. Jakg prace wykonat podroznik i jaka byta jego srednia moc? (Odp.:W = 686kJ, P = 95.3W)

Cziowiek o masie 80kg wbiega na schody wznoszac sie 0 4m co 3 sekundy. Jakg Srednig moc zuzywa cztowiek?
(Odp.:P = 1045W)

Elektrownia wodna wykorzystuje 75% energii kinetycznej spadajgcej z wodspadu wody. Wodospad ma wysokos¢
100m i przeptywa przez niego w kazdej sekundzie 1200m? wody. Jakg moc produkuje elektrownia?
(Odp.:P=8.8-10° kW)

Sita potrzebna do ciggniecia przyczepy samochodowej ze statg predkoscig jest proporcjonalna do jej predkosci.
Jaka moc jest potrzebna do ciggniecia przyczepy ze statg predkoscig rowng 12km/h, jesli do ciggniecia przyczepy
z predkoscig 4 km/h potrzebna jest moc 7360W? (Odp.:P = 66.2kW)

Oblicz mase Ziemi przyjmujgc jej promien r=6370km. (Odp.:M,= 5.96-1024kg)

Z jaka sitg przyciggajg sie dwa lotniskowce, kazdy o masie 100 tysiecy ton, oddaleone o 100m od siebie?
(Odp.:F=66.7N)

Jaka jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego na szczycie géry Mont Everst (8848m). Sredni promien Ziemi wynosi
6370km (Odp.:g =9.77m/s?)



14.

15.
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20.

Na kamien o masie 15kg, poczatkowo znajdujgcy sie w spoczynku dziata stata sita wypadkowa rowna 5N. Oblicz
prac wykonane przez tg site w pierwszej, drugiej i trzeciej sekundzie ruchu. (Odp.:W,; = 0.83, W, = 2.5, W;=4.2])
Z jakiej wysokosci musiatby spas¢ samochdd aby miat energie kinetyczng rowng energii jakg ma jadgc z
predkoscig 100km/h?. (Odp.: h = 39m)

Jak zalezy od szerokosci geograficznej wartosc przyspieszenia ziemskiego jesli wartos¢ na rowniku wynosi g,?
(Odp.: Na skutek dziatania sity odsrodkowej przyspieszeni ziemskie zalezy od odlegtosci od osi obrotu.
Zaleznos¢ od szerokosci geograficznej wyraza sie wzorem g = g,-@’R cos2¢, gdzie R jest promieniem
Ziemi 0 @ predkoscia katowa jej obrotu)

Jakiego przyspieszenia bedg doznawac spadajgce swobodnie obiekty na planetoidzie o srednicy 30km?
Zaktadamy, ze gestosc¢ planetoidy jest taka sama jak gesto$¢ Ziemi i ze Ziemia ma srednice 12740km.
(Odp.:g=2.3cm/s?)

Masa Ksiezyca wynosi 1/81 masy Ziemi. Stosunek promieni Ksiezyca i Ziemi wynosi 3/11. Z jakim przyspieszeniem
spadajg ciata tuz przy powierzchni Ksiezyca? (Odp.: a = 1,63m/s?)

W jakiej odlegtosci od srodka Ziemi znajduje sie punkt, w ktorym natezenia pol grawitacyjnych Ziemi i Ksiezyca sg
réwne co do wartosci (wykorzysta¢ dane z poprzedniego zadania)? Odlegtos¢ Ziemia-Ksiezyc wynosi 384000 km
(Odp.: x = 345600km)

Dwie gwiazdy o masach m znajdujgce sie w odlegtosci 2r od siebie tworzg gwiazde podwdjng. Jaka jest predkosé
kotowa obrotu gwiazdy podwojnej? (Odp.: o [Gm

=22



